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Introduction

Un compilateur est un logiciel particulier qui traduit un programme écrit dans
un langage de haut niveau (par le programmeur) en instructions exécutables
(par un ordinateur). C'est donc l'instrument fondamentale a la base de tout
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Introduction

La compilation est la traduction d'un langage de programmation de haut
niveau vers un autre langage de programmation de haut niveau.

Une traduction de Pascal vers C, ou de Java vers C++, on parle plutét de
traducteur

La différence entre traducteur et compilateur : dans un traducteur, il n'y a pas
de perte d'informations (on garde les commentaires, par exemple), alors que
dans un compilateur il y a perte d'informations.

La traduction d'un langage de programmation de bas niveau vers un autre
langage de programmation de haut niveau. Par exemple pour retrouver le code
C a partir d'un code compile (piratage, récuperation de vieux logiciels, ...)



Les objectives du Cours

Le but de ce cours est de presenter les principes de base inhérents a la
réalisation de compilateurs.



Les objectives du Cours

® Les principes de base inhérents a la réalisation de compilateurs : analyse
lexicale, analyse syntaxique, analyse sémantique, génération de code.

® Les outils fondamentaux utilises pour effectuer ces analyses : Grammaires,
Automates a état fini, méthodes algorithmiques d'analyse...

® Comprendre comment est ecrit un compilateur permet de mieux
comprendre les contraintes imposées par les difféerents langages lorsque
['on écrit un programme dans un langage de haut niveau.



L'environnement d'un compilateur

Programme Source

1 — Code machine absolu
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Cousins des compilateurs

® Interpreteurs

® Préprocesseurs

® Langages Intermédiaire ou P-code
® Editeur de liens

® Lechargeur




Interpreteurs

® L'interpréteur = analyse une

InStrUCtlon aprés l'aUtre pU[S Traduction et exécution du code

ligne par ligne par linterpréteur
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Préeprocesseurs =» .cpp

Le preprocesseur est un programme qui analyse votre code source et y
effectue des modifications avant la compilation.

COMPILATION DU CODE SOURCE MINIMAL
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Langages Intermediaire ou P-code

® Les langages P-code ou langages intermédiaires sont a mi-chemin de
l'interpreétation et de la compilation.

® Le code source est traduit (compilé) dans une forme binaire compacte (du
pseudo-code ou p-code) qui n'est pas encore du code machine. Ce P-code est
interpréte pour exécuter le programme.

® Par exemple en Java, le code source est compilé pour obtenir un fichier
(.class) "byte code" qui sera interpréte par une machine virtuelle.



L'edition des liens (Linker)

® L'edition des liens consiste a relier les codes de chaque fonction de bibliotheque
utilisée avec le programme.

® Leréesultat de l'edition des liens est un programme exécutable,

'Programme objet 'Programme objet | Bibliothéque ' |
(code objet) . (code objet) (Module objet)

\B‘/

Edition des liens
Programme
exécutable




Le Chargeur

® Le programme objet, obtenu apres l'édition de liens, doit encore étre chargé en
memoire centrale pour étre execute. Le chargeur s’occupe de cette tache.

® Dans les anciens systemes (comme DOS), on pouvait fixer les adresses a
‘avance et charger le programme a l’endroit spécifie. On utilisait donc un
chargeur absolu.

® Aujourd'hui, les chargeurs s‘occupent de reloger les programmes en mémoire
centrale. Ce sont des chargeurs relogeables (transformable).
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Analyse lexicale(Scanning)

peu

Appelée aussi Analyse linéaire

® Reconnaitre les types des mots lus. Pour cela, on lit le programme source de
gauche a droite et les caracteres sont regroupeés en unites lexicales.

® Se charger d’eliminer les caracteres superflus (commentaires, espaces, ...)

® Identifier les parties du texte qui ne font pas partie a proprement parler du
programme mais sont des directives pour le compilateur .




Analyse lexicale(Scanning)

Outils theoriques utilisés : expressions réequlieres et automates a éetats finis

g

position = initiale + vitesse

0

<position, identificateur>
<:=, symb-affectation>
<initiale,identificateur>
<+, symb-plus>
<vitesse,identificateur>
<*, symb-mult>
<60, constante-entiere>

Les identificateurs rencontres sont placés dans la table des symboles.

Les blancs et les commentaires sont elimines.




Analyse syntaxique

® Appelée aussi analyse grammaticale

® Il s'agit de regrouper les unites lexicales en structures grammaticales, de
decouvrir la structure du programme.

® L'analyseur syntaxique sait comment doivent étre construites les
expressions, les instructions, les declarations de variables, les appels de
fonctions, ...



Analyse syntaxique

On reconstruit la structure syntaxique de la suite d'unités lexicales fournie
par I'analyseur lexical.

Instruction d'affectation

ﬂ\ Arbre de derivation
expression

iIdentificateur

position n /////‘*tt:::::::§§§§§~“‘--§

expression + expression
e expression * expression
identificateur
initial
identificateur nombre

vitesse 00



Analyse syntaxique

while (b '=0) §

if (2 >b)
a=a-b; Donner I’arbre de
else dérivation?
b=b-3;
}

return g;



Analyse syntaxique




Exercice

Créez un analyseur lexical pour un langage simple avec les regles suivantes :
» Les mots-clés sont if, else, while, return.

» Les identificateurs commencent par une lettre et peuvent contenir des lettres et des
chiffres.

Les nombres sont des entiers composés uniguement de chiffres (ex: 123).
Les opérateurs sont : +, -, *, /, =, ==, I=,
Les espaces et les tabulations doivent étre ignores.

Ecrivez des régles lexicales qui décrivent comment votre analyseur identifierait les
tokens dans la phrase suivante :

if x==10 return

Construisez I'arbre syntaxique pour I'expression suivante :

if x+1==y return



Exercice

Supposons que vous ayez les regles de typage suivantes pour un langage de
programmation simple :

v Les identificateurs doivent étre déclarés avant utilisation.

v' Les opérandes des opérateurs arithmétiques doivent étre des entiers.
v’ Les expressions booléennes doivent retourner des booléens (true ou false).

Pour le code suivant, identifiez et expliquez les erreurs sémantigques eventuelles :



Sol EXxercice
Analyse Lexicale

->MOT_CLE

-> PARENTHESE_OUVRANTE
-> IDENTIFICATEUR

-> OP_COMPARAISON

-> ENTIER

-> PARENTHESE_FERMANTE
->MOT_CLE

-> IDENTIFICATEUR

-> OP_ARITHMETIQUE
-> ENTIER

-> POINT_VIRGULE

Analyse Syntaxique

L'opérateur + ne peut étre appliqué qu'entre des entiers. Cependant, dans I'expression x + true, X
est un entier et true est un booléen, ce qui provoque une erreur de typage.



Analyse Semantique

Appeléee aussi analyse contextuelle
® Dans cette phase, on opeére certains controles (contrdles de type, par
exemple) afin de verifier que I'assemblage des constituants du

programme a un sens.

® On ne peut pas, par exemple, additionner un réel avec une chaine de
caracteres, ou affecter une variable a un nombire, ...

® Outil theorique utilisé : schéma de traduction dirigée par la syntaxe



Analyse Semantique

Arbre Abstrait

Id_1

Id_2

1d_3

Dans cet exemple d'analyse sémantique, la conversion de 60 en réel ('60.0°) est
nécessaire pour assurer la cohérence des types dans I'expression entiere, et ce processus
de conversion est un élément essentiel de l'analyse sémantiqgue. Pourquoi de cette
conversion et de ses effets :

Cohérence des types: Si ‘initial” et "vitesse™ sont des réels (flottants), le produit "vitesse *
60" doit aussi étre un réel pour éviter une incompatibilité de types. Dans ce contexte, I'entier
"60° est converti implicitement en réel ('60.0°) pour que le type soit homogene dans
I'expression.

EntieVersReéel

60



Generation de code

Code a trois adresses = .
t1 := inttoreal(60) Id_2 *
t2:=id3*t1 |
t3:=id2 +12 1d_3 Conv-int

id1:=13
60




Optimisation de code

Elimination des operations inutiles pour produire du code plus efficace.

t1 := inttoreal(60) t1:=1d3 *60.0

m—

t2 = IC|3 * t1 Les variables t2 et t3 sont éliminées idi1:=id2 + t1

t3:=1d2 +t2

id1:=1t3

La constante est traduite en reel flottant a la compilation, et non a
I'execution

Cela permet d'optimiser les performances puisque le travail de conversion est fait une seule fois (a la
compilation) plutoét qu'a chaque exécution du programme. C'est une technique classique d'optimisation qui fait

partie des optimisations a la compilation.



Generation de code cible

* Laderniere phase produit du code en langage d'assemblage

* Un point important est |'utilisation des registres

MULF #60.0, R2

t1 :=i1d3 * 60.0 » MOVF id3, R2

id1l :=id2 +t1 MOVF id2,R1
ADDF R2, R1

* F =flottant. MOVE R

* Lapremiere instruction transfere le contenu de id3 dans le registre R2

* Laseconde multiplie le contenu du registre R2 par la constant 60.0




Exercice : Genération et optimisation de code

 Générateur de code

Ecrire un générateur de code pour une petite machine virtuelle. Le programme doit étre capable de
traduire une expression en code a trois adresses, puis d'optimiser ce code en particulier le nombre
d'instructions.

Expression a traiter : result=(@a+b)*(a-b)+(a*Db)

Etape 1 : Génération du code a trois adresses
« Construire un code intermédiaire a trois adresses pour I'expression donnée.
« Ecrivez chaque étape de calcul dans I'ordre correct en utilisant des variables temporaires pour

chaque sous-expression.

« Optimisation du code

Appliguer des optimisations au code a trois adresses genérées pour réduire le nombre d'instructions.



~Solution Exercice

Techniques d'optimisation suggerées :

- Elimination des expressions communes : Par exemple, si a * b est calculé plusieurs fois, faites-le une seule
fois et réutilisez le résultat.

» Propagation des constantes : Si certaines valeurs sont des constantes, remplacez les variables par leurs valeurs.

« Elimination des instructions mortes : Supprimez les calculs de variables temporaires inutilisées.

result = (a + b) * (a- b) + (a* b) SOSepHIIE
Tl:=a+b Tl:=a+b ;3 adresses:T1,4a,etb

Génération du code a trois adresses T2:=a-b T2:=a-b , 3adresses : T2, a, etb
T3:=T1*T2 T3:=T1*T2 :3adresses: T3, Tl etT2

Tl'=a+b T4:=a*b T4:=a*b ;3 adresses: T4, a,eth
T2 =a-b result :== T3 + T4 T5:=T3+T4 ;3 adresses:T5,T3,etT4

result :=T5 ;2 adresses : result et TS5

T3:=T1*T2
T4:=a*b Chaque instruction suit la regle du code a trois adresses
T5:=T3+T4

(destination + deux opérandes), méme si plusieurs variables

result :=T5 : )
temporaires sont utiles.



Géneration et optimisation de code pou les
structures conditionnelles et les boucles

Pour traduire un code contenant les structures conditionnelles et les

boucles en instructions intermédiaires en trois adresses, nous devons :

v' Créer des instructions conditionnelles pour simuler les boucles (while,
for, do while).

v Créer des labels pour gérer les sauts de contrdle dans la boucle.

v’ Utiliser des variables temporaires pour stocker les résultats des

opérations.




Géneration et optimisation de code

« Geénération de Code Intermédiaire en Trois Adresses

If (x ==10) return x + 1;

L1: ifx!=10goto L2 I/l Si x n'est pas egal a 10, sautera L2
tl=x+1 // Sinon, calculer x + 1
return tl // Retourner le résultat

L2: // Rien (instruction vide si condition non satisfaite)

Explication

v' L1 : Vérifie si x est égal a 10. Si ce n'est pas le cas, on passe a L2 sans exécuter le return.
v' Calcul de t1 : Si la condition x == 10 est vraie, on calcule t1 = x + 1.

v Retour : Si la condition est vérifiée, on retourne t1.




Géneration et optimisation de code

Optimisation de Code

Pour optimiser ce code, il n'y a pas beaucoup de modifications a faire étant donné la simplicité
de la logique, mais on peut :

Supprimer le label L2 si nhous savons gqu'aucune action n'est nécessaire quand x n'est pas égal
a 10.

Cela donne le code optimisé suivant :

if x 1= 10 goto END I/l Si x n'est pas egal a 10, fin de I'exécution
tl=x+1 /I Sinon, calculer x + 1
return tl /| Retourner le résultat

END:



Exercice : Genération et optimisation de code

while (b 1= 0) {
if (a>Dh)
a=a-Db;
else
b=Db-a;
}

return a;

Génération de Code Intermédiaire en Trois Adresses

Pour traduire ce code en instructions intermédiaires en trois adresses, nous
devons :

v’ Créer des instructions conditionnelles pour simuler le while.

v Créer des labels pour gérer les sauts de contrdle dans la boucle.

v’ Utiliser des variables temporaires pour stocker les résultats des

opérations.



Exercice : Genération et optimisation de code

while (b !'=0){ | | L1: ifb==0gotoL4 /I Condition d'arrét de la boucle : si b est 0, on sort

if (a>Dh) if a <=b goto L3 Il Verifie si a est plus grand que b, passe a L2
a=a-b; tl=a-b /I on calcule a-b
else a=tl // On metajouraaveca-b
b=>b-a; goto L1 // Retourne au début de la boucle pour vérifier la condition
} L3: t2=b-a /I on calcule b - a

return a; b=1t2 // On met a jour a avec b —a
goto L4 // Retourne au début de la boucle pour vérifier la condition

L4: return a /| Renvoie le résultat a



EXxercice : Generation et optimisation de code
pour une boucle for

« Geénération de Code Intermédiaire en Trois Adresses

for (i=0;i<N;i++){ =0 /I initialisation de i a O
Ali] =2*i+ 5; L1: ifi >= N goto L2 // vérifie si la condition de boucle est satisfaite, sii>= N,

sort de la boucle

tl=i*2 /l calcule 2 * i et stocke le résultat dans t1
t2=t1+5 /[ ajoute 5 a tl et stocke le résultat dans t2
Ali] =12 I affecte le résultat t2 dans A[i]

i=i+1 I/l incrémente i de 1

goto L1 // retourne au début de la boucle

L2: /I fin de la boucle




pour une boucle for

» Optimisation du code intermédiaire

Plusieurs optimisations sont possibles :

- Elimination des calculs invariants : Puisque 2 * i est recalculé a chaque itération, une
optimisation pourrait consister a I'exprimer par i et a manipuler t1 directement.

- Propagation de constante : si 5 est constant, on pourrait simplifier I'expression a
chaque itération.

- Déroulement de boucle (si N est petit) : Si N est une constante de faible valeur, on

pourrait dérouler la boucle pour réduire le nombre de branchements.

Exercice : Géneration et optimisation de code

1=0

L1: ifi >= N goto L2
t1=i*2
Alil=t1+5
I=i+1

goto L1

L2:



THEORIE DES LANGAGES

Un langage ?

* Pournous, un langage est simplement un ensemble de suites de lettres...
* Unlangage formel = un ensemble de mots.

* ondit aussi: chaines de caracteres



Un langage ?

Exemples

* {0, 01,10, 00, 11, 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111} est un langage
* {la, lala, lalala, lalalala, lalalalala, ..., lalalala...la, ...} est un langage

e {T,CT, €CT,cCCT,..}estunlangage

* L'ensemble des mots définis dans un dictionnaire.

L’ensemble des phrases que |'on peut écrire en francais.



Alphabet

* Alphabet (vocabulaire, lexique) : est un ensemble fini de symboles.

* alphabet = lettres, espace et symboles de ponctuation, . ..

A={o, 1} =» I'alphabet binaire
..... z,e,¢, ...... @ I'alphabet de la langue francais

[ J
vy
1
~
Q
~
U-
y
(@)

C={int, if, else, printf} =» un alphabet du langage C
C={BONJOUR,ab, ¢a, 20, $} = un alphabet de 5 symboles

sont des alphabets couramment utilises



Mots

Un mot est une suite finie de symboles :
—> 0010111100 est un mot sur {o, 1}
—>aaabbb est un mot sur {a, b}

—> acababbc est un mot sur {a, b, c}
—> BONJOUR est un mot sur A, ..., Z}

—> pémpgotu est un mot sur {q, ..., &}

v' Longueur d’un mot

* Lalongueur d’'un mot w, notee |w|, est le nombre de symboles qui le
composent.

* BONJOUR est un mot de longueur7 > |BONJOUR| =7



Mot

Notations:

- Le mot vide, note par g, est le mot qui ne contient aucun elément d’'un
alphabet X.

- L'ensemble des mots construits sur un alphabet X est un ensemble infini
note X*.

- L'ensemble des mots construits sur un alphabet X qui ne contient pas le

mot vide est un ensemble infini note X*. On écrit :

X* = X* U {€}



Stratification

Parmi tous les mots sur A, il y a:
— Les mots de longueur nulle, formant I'ensemble {&}
— Les mots de longueur 1, donnant simplement I'ensemble A
— Les mots de longueur 2, formant A%

—Les mots de longueur n, formant A"

A*={elUAU A%U A3..uA"..
Ou:
A* — U;?lozoAn

avec A9 =¢



Mot

Exemple

Soit |'alphabet X= {a, b, c}, donc X* définit sur X est : A/N ¢

X*={g, a, b,c, aa,bb,cc,ac, ab,ba,bc,ca,ch, aba, abb,.....} aa’@‘ ac ba/‘b:‘
X*={e}+{a, b}+{aq, ab, bb,ba,cc,..}+{aaa, bbb, cccc, aab,...}+..+- m’ﬁ?‘m

Si on note: X' I'ensemble des mots de longueur i construits sur Ialphabet X, donc on a:

X'= X0 X4 X2 4 130 =) ¥




Concatenation

®* SoitdeuxmotsSetS’'surA

° S’ilssontdéfinispar:5=5;...5,etS'=5,...5',,,,

® On peut définir un nouveau mot, qu’on notera S.S’ (ou SS’) par:
* $5=5,..5,51..8

* Il s'agit de la concaténation de S etde S’

Sur X={a, b, c}
® S=abbac est un mot, qui est désigné par S
® S’=bcca est un autre mot, qui est designe par S’

® On verifiera que leur concatéenation S.S’ correspond au mot abbacbcca

S.S’' = abbacbcca



Proprietes

L a concatenation est associative...mais non commutative...
* Un elément neutre: ¢
EX=X.E=X

* Conséequence : la concatéenation d’une suite vide de mots est le mot
vide




Puissance d'un mot

Soit un alphabet X, we X* etneIN , la puissance de W est donnée comme suit :

€ sin=0
wW'= Jw sin=|]

ww=w"'w sin>1

A

Exemple

Soit X= {a, b} et w = aba

o wi=¢

« wl=w, £ = w=aba
wi=ww!=ww=abaaba
w3=ww?=www= abaabaaba




Factorisation d’'un mot

Soit un alphabet X et w, u € X*:

v’ U est un facteur gauche (préfixe) de w & 3 v € X* tel que w = uv
v u est un facteur droit (suffixe) de w & 3 v € X* tel que w = vu

v U est un préfixe propre de w & 3 v € X* tel que w = uv

v u est un suffixe propredew < 3 v e X*tel gue w =vu

Exemple:
Soit I'alphabet X= {a, b}, et le mot w = babb :
 Les préfixes de w sont, b, ba, bab, babb
» Les suffixes de w sont, b, bb, abb, babb
 Les préfixes propres de w sont: b, ba , bab
 Les suffixes propres de w sont: b, bb, abb



Inverse d'un mot ou miroir

Le miroir d'un mot w = a;a,...a, est le mot noté wR = a,...a,a; obtenu en inversant

les symboles de w.

Exemple:

Soit w = abbc un mot de l'alphabet X = {a, b}, le miroir de w est wR = cbba.

Remarque:

v" Le miroir de n'importe quel mot composé d'un seul symbole est le mot lui-
méme.

v" Le miroir du mot vide est lui-méme : eER = €.

v" Un mot est un palindrome si wR = w, ex : (aba)R = aba.




Exercice

1. Soit I'alphabet suivant : ¥ = {a, b, c}.
e |istez tous les mots possibles de longueur 2.
¢ Combien de mots de longueur 3 peut-on former avec cet alphabet ? Expliquez.
2. Donnez trois exemples d'alphabets différents utilisés dans les applications suivantes :
® |es mots d'une langue naturelle.

e |e code binaire.

3. Soit l'alphabet ¥ = {x, ¥y, 2} etle mot w = xyzryz:
* Quelle est la longueur du mot w ?

* |dentifiez les sous-mots possibles de w.




On définit dans X* plusieurs relations d'ordre :

-> Sur la représentation graphique

Un mot précéde un autre dans un ordre
hiérarchique s'il se trouve a un niveau plus
éleveé ou bien, étant sur le méme niveau, s'il se
trouve plus a gauche que celui-ci

Relation d’ordre

- Ordre preéfixiel = ordre partiel défini par (U < V) si et seulement si ( U ) est un facteur gauche de (V).
- Ordre lexicographique (ordre du dictionnaire) = ordre total qui étend l'ordre préfixiel.
- Ordre hiérarchigue = est un ordre total. Les mots sont classés d'abord par longueur, puis pour les mots

de méme longueur par ordre lexicographique (suppose gue I'on a ordonné les lettres de I'alphabet).

>

amc

aa ab

aaa aab aac

ac



Exercice

Considérez l'alphabet ¥ = {a, b} et les mots sur cet alphabet.

1. Ordre Prefixiel 4/1\5
a ¢

a. Déterminez si "ab” < "abe” selon I'ordre préfixiel,

b. Trouvez tous les mots de ™ qui sont des préfixes de "abab”. aa ab ac ba (b6 ha ca ¢cb cc

. Ordre Lexicographique =

aaa
a. Classez les mots suivants selon I'ordre lexicographique : {"ba”, "aab”,”ab”,"b" }. /‘\

b. Quel mot vient immédiatement aprés "ab” dans cet ordre ?

. Ordre Hiérarchique
a. Classez les mots suivants selon I'ordre hiérarchique : {"a”,"ba”,"b", " aa”, " ab” }.

b. Dans une représentation graphique (comme dans la figure de 'énoncé), tracez les premiers niveaux de l'arbre pour & = {a, b}.



Langage

+# Définition
Un langage sur un alphabet X est une partie de X*. Donc un langage est un ensemble de mots. Onnote L € X" ou L € P(X™).

+ Exemple

Soit I'alphabet X = {a, b}

() est le langage vide, il ne contient aucun mot.

£t estun langage.
{=} gag

{a,b, aa,bb,aba} est un langage

{we X" | w=a"tel que n > 0} est un langage

# Remarque
* Un langage sur un alphabet X peut étre fini ou infini.

e () est un langage défini sur n'importe quel alphabet.



Langages Formels

Un langage formel sur un alphabet X sera défini simplement comme une
partie de X*

Donc parmi les langages possibles sur X:

-0 --->(langage vide)
— {€} ---=>(langage reduit au mot vide)

— X* ---=> (langage plein)



Les opérations sur les langages

Les langages étant des ensembles, toutes les opérations ensemblistes « classiques = leur sont donc applicables.

Soient Ly, Lo © X7
LyULy={we X*|we Lyouw € Ly}

+ Union

L'union de L et Lo est I'ensemble des mots de L et Lo :

Elle est:

* Associative.

e Commutative.

e Elément neutre, le langage vide): LU D =0 UL = L

* Elément absorbant, le vocabulaire X*: LU X* = X*UL = X*

¢ Notée + dans la théorie des langages. On écrit aussi :

Li+Ly={we X" |we Liouw € Ly}




Les opérations sur les langages

J Intersection

L'intersection de L1 et L2 est 'ensemble des mots qui appartiennent a la fois a L1 et L2 :
LNL=LNL={weX*/welletwel2}

Elle est :

Associative

Commutative

Son élément neutre est X*

Son élément absorbant est @ (puisque "VL: @ NL=LN D = Q)




Les opérations sur les langages

O Théoréme
Le produit de langages est distributif par rapport a l'union

VL,L,LicX*
L1.(L2l Ls)= (L1.L2)U (L1.L3)
(L2 Ls) .Ls= (L2.L1)U (Ls.Ls)

De maniére générale, v A, L cX*

AUL)= ul (AL)

-l
(_Ull-i).A= UI (L.A)
Attention ! : Le produit de langages n'est pas distributif par rapport a I'intersection.




Les opérations sur les langages

O Puissance
La puissance ou I'itération d'un langage est définit comme suit :

r{‘5} Sl =
"= L Sin:]

]
LLM =L™L si g1

\

Attention ! Ne pas confondre L" avec le langage contenant les puissances niémes des mots de L et qui serait défini
par{UeX,vel,u=v",



Les opérations sur les langages

O Lafermeture positive
La fermeture positive de L noté L* et on écrit : L' = U [

O Lafermeture de Kleene
La fermeture étoile de L nommeée aussi la fermeture de Kleene et notée L* est définit par :

[ Uu

L' =L"4L'++ L

={s}+gL‘= {g+L

o L*=Ltu{e} et Lt=LL*




Les opérations sur les langages

QO Exemple

Soit X= {0,13, L,= {00, 11, 01} et L,= {01, 10}

o L+ L= {00, 11, 01, 10}

o L, NL={01)

» Ly.L, = {0001, 0010, 1101, 1110, 0101, 0110} # L,.L,= {0100, 0111, 0101, 1000, 1011, 1001}
o L= {6} +H{L)} + {Lo L} + {Ly Lk} 4. HLy Lilpos Ly L)



Exercice

Soit I'alphabet A = {a, b}

Etant donnés les mots u = aa et v = bab

1. Ecrire les mots uv, (uv)? et uv.

2. Enoncer tous les mots de longueur 2 définis sur A.

3. Définir les ensembles suivants:

E,={uv/ueA*, veA*} E,={uv/ueA’, veA} Es={uv/uehA’, veA’}



Solution

Soit I'alphabet A = {a, b} et les mots u = aa et v = bab

1. uv = aabab, (uv)? =uvuv=aababaabab et v = uuuv=aaaaaabab.

2. Mots de longueur 2 = {aa, ab, ba, bb}

3. E;={uv/ueA*, veA*} = {ueA*/ |u] 2 2} = ensemble des mots d'au moins 2 symboles
E,={uv/ueA*, veA} =A*={u e A*/ |u| 2 1} = ensemble des mots d'au moins 1

symbole

E;={uv/ueA’,veA}=A"



Exercice

Soit X = {a, b} etles langages Ly = {a,ab} et Lo = {b, bb}:

e Trouvez I.; U Lo.
e Trouvez L - Lo (concatenation des langages).

e Trouvez L7 (fermeture de Kleene de L;).

Soit L = {a, b}. Trouvez les premiers 5 éléments de L™ (fermeture de Kleene de L).

Soit Ly — {a,ab} et Lo — {b, bb}.
Calculez L, - Lo (produit des langages).
Soit L = {ab, ba}.
1. Trouvez les 4 premiers mots de L™ (fermeture positive).
2. Calculez L™ 1 {a, b, abba, abab}.
\N X



Exercice

Soit Ly = {a,ab} et Ly = {b, bb}.

Calculez :

1. (Ly W La)*.

2. (L; M La)*.

Soit L = {w € {a,b}" | w commence et finit par ’'a’}.

1. Parmi les mots suivants, lesquels appartiennent & L ?

(a) aba, (b) baa, (c) abab, (d) aa.
Soit L = {w € {a,b}" | |w| est impair}.
1. Trouvez les 5 premiers mots de L.

2. Déterminez si w — abaab = L.

Soit X = {a,b} et L = {w € ¥* | w contient au moins une fois 'ab’}.
1. Trouvez E le complément de L.

2. Donnez 3 exemples de mots dans L.




Grammaire

= |ntroduction

Au sens littéraire du terme, les grammaires désignent pour les langues
naturelles, un ensemble de regles syntaxiques conventionnelles qui déterminent un
emploi correct de la langue parlée et écrite. Le méme concept s'applique aussi

pour la théorie des langages, en suivant les regles de production d’une grammaire
on peut engendrer un langage.



Grammaire

Définition
Une grammaire est un ensemble de régles de production qui sont utilisées pour engendrer un langage.
Exemple

Dans la grammaire de la langue francaise on peut formuler une phrase en respectant la séquence suivante :

‘Sujet’ 'Verbe’ ‘COD'. On peut formuler un nombre bien défini des phrases en respectant les regles de
production suivantes :

PHRASE -»SUJET VERBE CO
SUJET Sjelil
VERBE =2lis | conduit
COD- - DETERMINANT NOM
DETERMINANT: 2unlla

NOM---—eeeeeeea livre | voiture



Grammaire

Exemple: A partir de ces régles syntaxiques on construit 2¢=16 phrases syntaxiquement correct mais pas
forcément sémantiquement correctes,

=SUJET VERBE COD
SUJET: 2jelil
VERBE <lis | conduit
COD-—weeee=-2 DETERMINANT NOM
DETERMINANT. =2unlla
NOM < livre | voiture

PHRASE

Parmi lesquelles, on cite les deux phrases suivantes :

SUJET-——= Je SUET—=2 il

VERBE-—-=2lis et VERBE—=2 conduit
DETERMINANT--= un DETERMINANT-—= la
NOM---= livre NOM-—=> voiture

PHRASE --=> Je lis un livre
PHRASE ---= |l conduit la voiture



Grammaire

Définition formelle:
Une grammaire G est un quadruplet (N, T, P, S) tels que :

N : ensemble fini de symboles non terminaux.

T : ensemble fini de symboles terminaux.

NNT=0

S : symbole non terminal de départ (axiome).

P : ensemble fini de regles de production de la forme

a ., Ptelque ae(NUT)*-T* et Be(NUT)
Exemple:
Dans I'exemple précédant, la grammaire est définie comme suit :
« N= {PHRASE, SUJET, VERBE, COD, DETERMINANT}
* T={je, il, lire, conduire, un, la, livre, voiture}
« S= {PHRASE}
« P= {PHRASE ->SUJET VERBE COD, COD->DETERMINANT NOM, SUJET->je | il, VERBE-2lis | conduit,
DETERMINANT=>un | la, NOM = livre | voiture }




Grammaire

Notations:

Dans les regles formelles d'une grammaire :
+ Les symboles de Ialphabet sont écrits en minuscule et appelés les symboles des terminaux.

v Les autres symboles (sauf le mot vide) sont écrits en majuscule et appelés les symboles non terminaux.
* La génération des mots commence toujours a partir d'un symbole non terminal appelé I'axiome (dans notre
exemple I'axiome = PHRASE).



Derivation

Q Dérivation directe
Un mot w' dérive directement d'un mot w qu'on note w => w' si une régle de G est appliquée une fois pour
passer dew a w.
Clest-a-dire : il existe une regle @ ->f dans P telle que : w=uav et w'=upv avec avec u, v € (NUT)*,

O Exemple
Soit la grammaire: G = ({S}{a, b}, {S-> aSb, S->€ }, S) , nous avons :

1. aSb dérive directement de S et on écrit : S => aSb car il existe une régle S->aSh e P telle que :
w = Set w' = aSb avec u=v=¢ e (NUT)’
2. ab dérive directement de aSb et on écrit
aSh => ab car il existe une regle S->¢ telle que :
w = aSb et w' = ab avec u=a et v=b



Exemple

Soit la grammaire: G = ({S},{3, b}, {S->aSb, > }, 5) , nous avons :

X={a,b} 'aphabet

N={S}, T={a,b}, 5={5}, P= {§ -> aSh,/S->¢ }

S-> a%h-> ab

5> aSh->aaShb-> aabb

S-> aSb->aaShb->aaaSbbb-> aaabbb L(G)={z,ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb,.....,a" " }



Exemple

Soit [a grammaire: G = ({S},{a, b}, {S-> aSh, &->¢ }, 5) , nous avons :

X={a,b} 'aphabet

N={S}, T={a,b}, S={S}, P= {S-> aSh, §-> },

§->¢

S-> aSh -> agb->ab

S-> aSh->aaShb-> aabb

5> aSb->aaShb->aaaShbb-> aaabbb L(G)={¢,ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb,.......,a" b* }



Langage engendré par une grammaire

Q Définition

Un langage engendré par une grammaire G= (N, T, P, S) est I'ensemble des mots obtenus en appliquant des
séquences de dérivations a partir de |'axiome S. on note :

LG){ weT /5=>'gwt
d Exemples
1. Pour la grammaire G = ({S} {3, b}, {S -> aSb, S->¢ }, S) , nous avons : 5
grammaire G = ({S},{a, b}, { 3 S) v P
- Mot minimal: € ¢ %
- La forme générale : L(G)={a"b" /n20} ab/\aaﬁbb
S=>aSb=>aaSbb => aaaSbbb......=>a"€ b" => a"b" Jakmbb

O Remarque
Une grammaire définit un seul langage par contre un méme langage peut étre engendré par plusieurs grammanres
différentes. ¥




Grammaire equivalentes

O Exemple
Deux grammaires sont équivalentes si elles engendrent le méme langage.

G équivalente a G' & L(G) = L(G)
O Exemple

G = ({S, A, B},{a, b},{S ->aS/ ABb, A ->Aa/a, B ->b}, 5)

G' = ({S, A, B}{a, b}{S ->aS/aA, A ->aA/bB, B->b}, S)
On trouve que L(G)=L(G") = {a*b? / k 21}



Classification des grammaire

Hierarchie de Chomsky

Selon la classification de Chomsky, les grammaires sont regroupées en quatre types en fonction de la forme
de leurs régles de production.

Soit une grammaireG= (N, T, B S)

J Grammaire Syntagmatique - Type 0

0 Grammaire Monotone- Type 1

J Grammaire Algébrique (hors contexte)- Type 2
J Grammaire Réguliére- Type 3



Classification des grammaire

UGrammaire Syntagmatique - Type 0

G est dite grammaire de type 0 dite aussi grammaire sans restriction (grammaire générale) : si toute ses
régles sont de la forme générale suivante :

a->pavecae(NUT)*-T e fe(NUT)

Exemple :
G =({S}.{ab,c},{S—>aS/Sb/c,aSb—Sa/bS},S)



Classification des grammaire

U Grammaire monotone- Type 1
G est dite grammaire de type 1 dite aussi grammaire monotone : si toutes ses régles sont de la forme :
a->p avec |of<lp| telsqueac e NUT) -T et fe (NUT)

Exception : axiome ——¢ peut appartenir a P

Exemple :
G=({S,R,T},{a,b,c},{S = &/ aRbc/abc, R = aRTb/aTb, Tb = bT, Tc - cc}, §)



Classification des grammaire

0 Grammaire Algébrique (hors contexte)- Type 2

G est dite grammaire de type 2 dite aussi grammaire algebrique (hors contexte) : si toutes ses regles sont
de la forme.
A—— favecAeNe fe(NUT)’
Exemple :
. G=({S},{a, b}, {S—>aSb/e},S)
Mots : ¢, ab, aabb, aaabbb,....., a"b"
2. G=({S},{0,1},{S—>0S0/1S1/¢/0/ 1},5)
Mots : 00, 11, 010, 101, 000,111,101101....
C'est la grammaire des Palindromes



Arbre Syntaxique

O Exemple

production suivantes :
E—-1I/E+E/E+E/ (E)

I-a/b/la/Ib/10/11

La figure ci-coté représente I'arbre de dérivation de I'expression : a * (a + b00).
La dérivation la plus a gauche et la plus a droite fournissent le méme arbre.

E-ExE

—1+E

—a+(E)

— a * (E+E)

—»3*(I+E)

— @ % (3+E) — a * (a+I) — a + (a+10) — a = (a+I00) — a = (a+b00)

Soit la grammaire suivante : T={a, b, 0, 1, +, *, (, )}, N={E, I} avec E est |'axiome, et les régles de

a




Arbre Syntaxique

d Exemple

Soit la grammaire suivante : T={3, b, 0, 1, +, *, (, )}, N={E, I} avec E est I'axiome, et les régles de production
suivantes :

E—1I/EE/E+E/(E)
I[-a/b/la/Ib/I0/11

» Dérivation la plus a gauche de : a*(b+a0)

E = E+E = I+E = a+E 5 a%(E) = a+(E+E) = a#(I+E) = as(b+E) = ax(b+]) 22a+(b+10) = a+(b+a0)

» Dérivation la plus a droite de : a*(b+a0)

E = E+E = Ex(E) = E+(E+E) = E+(E+I) = E+(E+I0) = Ex(E+a0) =E #(I +a0) = E «(b+a0) = I «(b+a0) = a«(b+a0)




Classification des grammaire

0 Grammaire Algébrique (hors contexte)- Type 3

G est dite grammaire de type 3 dite aussi grammaire réguliere :si elle est réquliére a gauche ou
bien a droite.

o Une grammaire G est dite réguliere a gauche si toutes ses regles sont de la

forme :
A—Bwou A—wavecA B eNetw eT*

o Une grammaire G est dite réguliére a droite si toutes ses regles sont :
delaforme A—wBou A——w avecA, B eNetw eT*



Classification des grammaire

0 Grammaire Réguliére - Type 3

+ Une grammaire G est dite réguliére a gauche si toutes ses regles sont de la
forme :
A——>BwouA——owavecA, B eNetw eT*
¢ Une grammaire G est dite réguliére a droite si toutes ses regles sont :

delaforme A——wBou A——w avecA,BeNetw eT*
Exemple :

o Gi=({S,A},{ab},{S—Sb/Ab, A - Aa/a},S)grammaire réguliére a gauche.
o Gy=({SA},{ab},{S—aS/aA, A—bA/b},S) grammaire réguliére a droite.

o G3=({SA},{ab}.{S—>aS/aA, A— Ab/b}.S) grammaire n'est pas réguliére ;
puisque n'est ni réguliére a gauche ni réguliére a droite.



Classification des grammaire

J Remarques

1, On peut trouver que G1 et G2 engendrent le méme langage. G1 génere les mots de ce langage de la droite
vers la gauche mais G2 génere les mots de ce langage de la gauche vers la droite.

2. 11'y a une relation d'inclusion stricte entre les 4 types des grammaires c'est a dire :
Une grammaire de type i est aussi de type inférieur 3i (1 <i < 3)
type 3 ctype 2 c type 1 C type 0

3. Le type retenu pour une grammaire est le type maximum de la grammaire qui vérifie ses regles.



Classification des grammaire

grammaires sans restrictions
type 0

~ grammaires contextuelles
type 1

grammaires hors—contexte
type 2

grammaires réguliéres

type 3




Classification des langages

La classification des grammaires va permettre de classer les langages selon le type maximum de
la grammaire qui I'engendre (puisqu‘un langage peut étre engendré par plusieurs grammaires de
types différents). Il y a une relation d'inclusion stricte entre les 4 types des langages.

/f\,\— Langage type 0

ﬁ__ \ Langage type 1
— M—r—

o L Langage type 2

x___,_/

\_,// Langage type 3

On dit qu‘un langage est de type i 5'il est engendré par une grammaire de type i et pas par une grammaire
d'un type supérieur.




Classification des langages

J Exemples

+ Langage de Type 0
L={ac, ach, ca...}

G=({S}{ab,c}.{S—aS/Sb/c,aSb—Sa/bS}.S)

+ Langages Contextuel - Type 1:

L={a"b"c" | n=0}

G = ({SBW.X}{a, b, c},{ S —abc, S — aSBc, cB — WB,WB — WX, WX — BX, BX — BC, bB
- bb}, 5)



Classification des langages

J Exemples

* Langages hors Contexte- Type 2:
L={a"b" | n2 0}
G= ({S}I {al b}l {S =9 aSbls}l S)

+ Langages Rationnel ( Régulier)- Type 3
L={mE€ {3, b}*}
G={{S}I{al b}l{s—’as | bsle}ls}



Exercice1et 2

Exercice 1:

On considére la grammaire G = (T, N, S, R) ol
T={b,c}

N={5}

R={S—=bS|cc}

1. Quel est le type de G.
2. Déterminer L(G).

Exercice 2:

Construire une grammaire pour le langage L = {ab"a/n € N}.



Sol_Exercice 1

1. On considere la grammaire G = (T, N, S, R) ou
T={b,c}
N={S}
R={S-bS|cc}

G est une grammaire réguliere a droite. Car on les régles de production: S — bS etS — cc
2. L(G) = {prcc/n € N}

En effet, partant de 'axiome S, toute dérivation commencera nécessairement par appliquer 0, 1 ou
plusieurs fois la premiere régle puis se terminera en appliquant la deuxiéme régle. On représentera cela
en écrivant le schéma de dérivation suivant :



Sol _Exercice 2

Exercice 2 :
Soit le langage L = {ab"a/n € N}.

On considére la grammaire G = (T, N, S, P) ou
T={ab}

N={S, T}

P={S—ala, T-bT |£}

S =>ala=>aa

S=>ala=>abTa=>aba

S=>aTa=>abTa=>abbTa=>abba
S=>ala=>abTa=>abbTa=>abbbTa=>........ =>ab"Ta=>ab"a



Exercice 3

Soient les grammaires Gi = ({a, b, ¢}, {S, A, B, R, T}, S, Pi), (i=1,..,6) ; ou les Pi sont

1) P1:S—>aA|bB;A—>al|ab;B —>b]cb

2) P2:S—>bA;A—>aA|¢

3) P3:S—aSc|AA—->DbA|D

4) P4:S—aSbS|e

5 P5:S—aRbc|abc; R—aRTb|aTb; Tb - bT; Tc — cc
6) P6:S—aAb|eA —-aSb; Ab — ¢

v' Pour chacune des grammaires Gi (i=1,..,6) ; donner le type de celle-ci, puis trouver
le langage engendré par chacune d’elles.

v Vérifier que G2 n’est pas de type 1 ; mais que L(G2) est de type 1.

v" Montrer que L(G6) est de type 2 en trouvant une grammaire de type 2 qui

'engendre.



Exercice 4

Soit la grammaire G dont les regles de production sont :
S—>RD
R —aRb|A
Ab — bbA
AD — ¢
1) Déterminer L(G).
2) Construire une grammaire de type 2 équivalente a G.



Sol_Exercice_3

II) G2 n'est pas de type 1 car elle contient la regle : A — ¢ ; or dans les grammaires
de type 1, le seul symbole qui peut produire la chaine vide est S. Cependant, on peut
écrire une grammaire de type 1 équivalente a G2 : G2’ a pour regles de production :

S — Sa | b; ce qui veut dire que L(G2) est de type 1.

lIl) Une grammaire de type 2 équivalente a G6 : G6’ a pour regles de production : S
— aaShbb |a| €



Sol_Exercice_4

1) L(G) ={anb2n /n > 0};
2) Grammaire de type 2 équivalente a G : G’ = ({a, b}, {S}, S, P)
ouP :S —aShb|e



